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Déterminant de Gram et Application

THÉORÈME : Soit E un espace préhilbertien et V un sous espace vectoriel de E muni

d'une base pe1, ..., enq (pas forcément orthonormale). Soit x P E. Alors la distance de x à

V véri�e :

dpx, V q2 �
Gpe1, ..., en, xq

Gpe1, ..., enq

On a dpx, V q � inf
yPV

}x� y} � }x� ppxq} où p est la projection orthogonale sur V .

De plus, pour tout i P t1, ...nu on a : xei, xy � xei, x � ppxqy � xei, ppxqy � xei, ppxqy car
x� ppxq P V K et }x}2 � }ppxq}2 � }x� ppxq}2. Si on note M la matrice de Gram de e1, ..., en, x
on a :

M �

�
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xe1, e1y xe1, e2y ... ... xe1, eny xe1, xy

xe2, e1y ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ...

xen, e1y ... ... ... xen, eny xen, xy

xx, e1y ... ... ... xx, eny xx, xy
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xe1, e1y xe1, e2y ... ... xe1, eny xe1, ppxqy

xe2, e1y ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ...

xen, e1y ... ... ... xen, eny xen, ppxqy

xppxq, e1y ... ... ... xppxq, eny }ppxq}2 � }x� ppxq}2
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La linéarité de detpMq par rapport à la dernière colonne entraîne que detpMq � detpP q�detpQq

où

P �

�
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xe1, e1y xe1, e2y ... ... xe1, eny xe1, ppxqy

xe2, e1y ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ...

xen, e1y ... ... ... xen, eny xen, ppxqy

xppxq, e1y ... ... ... xppxq, eny }ppxq}2
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et Q �

�
���������

xe1, e1y xe1, e2y ... ... xe1, eny 0

xe2, e1y ... ... ... ... 0

... ... ... ... ... 0

xen, e1y ... ... ... xen, eny 0

xppxq, e1y ... ... ... xppxq, eny }x� ppxq}2

�
��������


Or : detpP q � Gpe1, ..., en, ppxqq � 0 car ppxq P V ectpe1, ..., enq

detpQq � }x� ppxq}2Gpe1, ..., enq � dpx, V q2Gpe1, ..., enq.

detpMq � Gpe1, ..., en, xq.

D'où

dpx, V q2 �
Gpe1, ..., en, xq

Gpe1, ..., enq

APPLICATION :

Soit n P N�. On considère ϕ : Rn Ñ R, pa1, ...anq ÞÑ
� 1
0 p1 � a1x� ...� anx

nq2dx. Montrer

que ϕ admet un minimum µ, atteint en un unique point de Rn et µ � 1
pn�1q2

.

Munissons le R-ev E � Cpr0, 1s,Rq des fonctions continues de r0, 1s dans R du produit sca-

laire xf, gy �
� 1
0 fptqgptqdt. Pour tout entier i, on désigne par xi la fonction x ÞÑ xi. En notant

En � V ectpx, ..., xnq, on remarque que : ϕpa1, ..., anq �
� 1
0 p1 �

n°

i�1
aix

iq2dx, donc si on note
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P � �
n°

i�1
paix

iq, on obtient ϕpa1, ..., anq �
� 1
0 p1 � P q2dx � }1 � P }2. On cherche à déterminer

µ � inf
aPRn

ϕpaq � inf
PPEn

}1�P }2 � dp1, Enq
2. Comme En est un sous espace vectoriel, il existe un

unique P0 P En tel que dp1, Enq
2 � }1 � P0}

2 � µ (P0 étant la projection orthogonale de 1 sur

En). On a donc montré que ϕ admet un minimum µ atteint en un point unique de Rn. De plus,

par le théorème précédent, on a : µ � Gp1,x,...,xnq
Gpx,...,xnq .

Comme pour tout i P t1, ...nu, xxi, xjy � 1
i�j�1 , on a Gpx, ..., xnq � detpp 1

i�j�1qq1¤i,j¤n.

Pour la matrice de Gram des 1, ..., xn, on remarque que ses valeurs sont les mêmes que la précé-

dente mais avec une indexation décalée :Mij � xxi�1, xj�1y d'oùGp1, x, ..., xnq � detpp 1
i�j�1qq1¤i,j¤n.

Ces déterminants sont des déterminants de Cauchy donc on sait les calculer grâce à la formule

suivante : ∆n �

±
1¤i j¤n

paj�aiq
±

1¤i j¤n
pbj�biq

±
1¤i,j¤n

pai�bjq
. Ainsi :

Gp1, x, ..., xnq �

±

1¤i j¤n�1
pj � iq2

±

1¤i,j¤n�1
pi� j � 1q

et Gpx, ..., xnq �

±

1¤i j¤n
pj � iq2

±

1¤i,j¤n
pi� j � 1q

D'où

µ �
Gp1, x, ..., xnq

Gpx, ..., xnq
�

±

1¤i j¤n�1
pj � iq2

±

1¤i,j¤n�1
pi� j � 1q

±

1¤i j¤n
pj � iq2

±

1¤i,j¤n
pi� j � 1q

�

±

1¤i j¤n�1
pj � iq2

±

1¤i,j¤n
pi� j � 1q

±

1¤i,j¤n�1
pi� j � 1q

±

1¤i j¤n
pj � iq2

�

±

1¤i¤n
pn� 1 � iq2

±

1¤i,j¤n
pi� j � 1q

±

0¤i,j¤n
pi� j � 1q

�

±

1¤i¤n
pn� 1 � iq2

pn� 1q!2
�

pn� 1q!2

pn� 1q2pn� 1q!2
�

1

pn� 1q2

2


