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Déterminant de Gram et Application

THEOREME : Soit E un espace préhilbertien et V un sous espace vectoriel de E muni
d’une base (e, ..., en) (pas forcément orthonormale). Soit x € E. Alors la distance de x &

V vérifie :
_ Glet,...,en, T)

2
dz, V) G(e1,...,en)

On ad(z,V) = in‘g |z —y|| = |z — p(z)| ou p est la projection orthogonale sur V.
=

De plus, pour tout i € {1,..n} on a : {e;,x) = {e;,x — p(x)) + {e;,p(x)) = {e;,p(x)) car
r—p(r)eV<iet |z)? = |p(x )H2 + |z — p(z)|?. Si on note M la matrice de Gram de ey, ..., en, T
on a :

{er,e1y (ei,eay ... ... (ei,eny | {e1,x) {e1,e1)y (er,e2) ... .. {Lei,en)y {e1,p(z))
{ea,e1) {e2,e1)

{en,e1) v e Lenyeny | {en,x) {en,e1) v e Len,eny {en,p(x))
(z,e1) e Lzpen) | (zT) (), ey - we e plx) en) ‘ lp(2)]? + |z — p(=)|?

La linéarité de det(M) par rapport a la derniére colonne entraine que det(M) = det(P)+det(Q)
ou

{e1,e1)y {er,e2) .. .. (Lei,en) {e1,p(z)) {e1,e1)y {ei,e2) .. .. (Lei,en) 0
{ea,e1) {ez,e1) 0
P = et Q = 0
{en,e1) v o KLenyeny | Len,p(x)) {en,e1) e e Len,eny 0
{p(x), e1) o Lp(x) en) ‘ ()] {p(x), e1) e P(2) en) |z — p(2)]?
: det(P) = G(eq,...,en,p(z)) = 0 car p(z) € Vect(eq, ..., en)

) =
det(Q) = |z — p(z)|?G(eq, ..., en) = d(z, V) G(eq, ..., en).
det(M) = G(eq, ..., en, ).

D’ou G( )
€1y s €, T
d(z,V)? = ’ ’
(z,V) G(el,...,en)
APPLICATION :
Soit n € N*. On considére ¢ : R - R, (aq,...a fo (14 a1z + ... + ayz™)?dx. Montrer

que ¢ admet un minimum g, atteint en un unique point de R et u = o il)Q.

Munissons le R-ev E = C([0,1],R) des fonctions continues de [0,1] dans R du produit sca-
laire {f,g) = fo t)dt. Pour tout entier i, on désigne par z’ la fonctlon z — z'. En notant

E, = Vect(x,...,w”), on remarque que : @(ag, ..., ay) = fo (1+ Z a;x")?dx, donc si on note
i=1



n .
P = — > (a;z"), on obtient ¢(ay,...,a,) = fol(l — P)2dz = |1 — P|?. On cherche & déterminer
i-1
= iIIIRf p(a) = PinEf |1 —P|? = d(1, E,)% Comme E,, est un sous espace vectoriel, il existe un
aeR™ ELn

unique Py € E, tel que d(1, E,)? = |1 — Py|? = u (Py étant la projection orthogonale de 1 sur

E,). On a donc montré que ¢ admet un minimum g atteint en un point unique de R™. De plus,

par le théoréme précédent, on a : pu = %
Comme pour tout i € {1,..n}, (x%, 27) = iﬂﬁ, on a G(x,...,2") = det((T;H))ngn.

Pour la matrice de Gram des 1, ..., 2™, on remarque que ses valeurs sont les mémes que la précé-

dente mais avec une indexation décalée : M;; = (z' 1, 2771y dou G(1, 2, ...,z") = det((iﬂ%l))lgidgn.

Ces déterminants sont des déterminants de Cauchy donc on sait les calculer grace & la formule
[[ (aj—ai) TI (bj—bi)

. 1<i<j< 1<i<j<n .
suivante : A, = —=I5" I (a_fbj.)" . Ainsi :
i+0j

1<i,j<n

[ G-9? [ G-9°

1<i<j<n+1 I<i<j<n
G(l,z,..,2") = S et G(x,..,z") = -
[T G+5-1) [T G@+j+1)
1<i,j<n+1 1<ij<n
D’ou
[T G-9?
1<i<j<n+1
[ G+j-1 [T G-9* Il (+j+1)
) Gz, 2")  i<ij<ntl _ I<i<jsn+l 1<i,j<n
G(x,...,z") [T (—9)? I G+i-1) [I (-7
1<i<j<n 1<i,j<n+1 I<i<j<n
[T G+j+1)
1<i,j<n
[T (n+1-4)2 [ (+j+1) n+1—i)?
_1<i<n 1<ij<n B 1<1;[<n( ) _ (n+ 1)1 _ 1
[T G+j+1) (n+ 1)12 (n+1)2n+112  (n+1)2

0<i,j<n



